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Construcao de Frames de Exponenciais
Decrescentes para Algoritmos de Decomposicao
Adaptativa de Sinais

Lisandro Lovisolo!2, Eduardo A. B. da Silval, Paulo S. R. Diniz!

Resumo— Neste trabalho avaliamos a possibilidade de
construcdo ou geragdo de frames de exponenciais decrescentes.
Isto é feito tanto no contexto de sistemas de Gabor gerados
a partir de deslocamentos e modulagbes de uma exponencial
decrescente como no caso de frames de wavelets gerados a partir
de dilatacdes e deslocamentos de uma exponencial decrescente.
Mostramos que com a primeira abordagem é possivel gerar
frames enquanto com a segunda ndo. Entretanto, mostramos
formas de combinar dilatacdo, deslocamento e modulagdo para
gerar frames de exponenciais decrescentes.

Palavras-Chave— Seno6ides amortecidas, Dicionarios, Frames,
Decomposi¢des adaptativas, Decomposi¢des redundantes.

Abstract— In this work we evaluate the possibility of the
construction or generation of decreasing exponential frames. This
is done both for Gabor systems generated from translations and
modulations of a decreasing exponential and for the case of
wavelet frames generated trough dilations and translations of
a decreasing exponential. We show that for the first approach
it is possible to generate frames whereas for the second it is
not. However, we show how to combine scaling, translation and
modulation in order to generate decreasing exponential frames.

Keywords— Damped sinusoids, Codebooks, Frames, Adaptive
decompositions, Redundant decompositions.

I. INTRODUCAO

Neste trabalho a geragao de dicionarios a partir exponenciais
decrescentes & investigada, isto é etuda-se a possibilidade
de representar sinais com sendides amortecidas. Deseja-se
decompor sinais com uma combinacdo linear de elementos, es-
truturas ou componentes senoidais amortecidas. Assim sendo,

um sinal z(t) sera decomposto como

z(t) = Z ake—(AH—JEk)(t—tok)u(t —t0,)- 1)
k

Esta representacdo & similar a obtida com o método Prony
no qual todas as componentes, e(~**+7)(t—to) iniciam no
mesmo instante to, enquanto que, no modelo da eq. (1) cada
componente gy (t) = e~MeF8e)(E=tor)y (1 — ¢4, ) possui seu
proprio to. Esta representacdo & motivada também por estas
componentes serem solucBes de equagdes diferenciais, que
estdo bastante presentes na modelagem de sistemas fisicos.

Um algoritmo capaz de obter tal representagao & o Matching
Pursuits [1], [2]. Diversas aplica¢fes utilizam o modelo da eq.
(1) no paradigma dos Matching Pursuits para decompor sinais
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tanto para analise, compressao e filtragem. Goodwin realizou
um estudo profundo desta abordagem para a decomposicao de
sinais de audio [3]. Em outros trabalhos esta abordagem foi
utilizada na decomposicdo de sinais oscilograficos de redes
de distribuicdo de energia elétrica [4]. O procedimento, de
forma geral, & a decomposicdo adaptativa do sinal em termos
de estruturas (pré-definidas) de um dicionario.

Um dos problemas deste procedimento é a necessidade de
dispor de um dicionario coerente — no qual as estruturas que
o0 compdem tenham sentido fisico, ou seja, correspondam
aos fenbmenos presentes no sinal que se deseja decom-
por/analisar/comprimir. Além disso, para serem flexiveis e
eficazes os dicionérios deverdo conter um nimero de estru-
turas tdo grande ou maior que a quantidade de fendmenos
que se deseja extrair do sinal sob estudo. Estes dicionarios
sdo denominados sobre-completos, isto €, que sdo capazes
de representar qualquer ponto do espaco RY, mas com
uma cardinalidade (nimero de elementos que comp8em o
dicionério) C >> N, outra denominacdo & dicionério re-
dundante. Na préatica os parametros que geram os elementos
destes dicionarios tém frequentemente que ser amostrados.
Assim duas importantes questdes se colocam. A primeira seria
como projetar dicionarios D para uma aplicacdo especifica,
ou seja, com caracteristicas e estruturas desejadas. A segunda
seria como amostrar os parametros dos dicionarios de forma
tal que o dicionario mantenha caracteristicas Gteis para de-
compor os sinais. Como sera visto adiante estas questOes
estdo relacionadas ao conceito de frames [2], [5], [6]. Assim,
neste trabalho é investigada a geracdo de frames a partir de
exponenciais decrescentes.

Na secdo Il relacionamos o modelo da eq. (1) as
decomposicbes adaptativas de sinais, como podemos decom-
por um sinal conforme o modelo da eq. (1). Fazemos entdo
uma breve revisao de alguns dos principais algoritmos exis-
tentes para obter representacdes adaptativas. Estes métodos
utilizam dicionérios, o que implica o conceito de frames
que discutiremos na secdo 11, onde algumas abordagens para
geracdo de frames a partir de uma func¢do “mae” serdo citadas.
Na secdo I1I.B as trés formas de gerar estes frames sdo
apresentadas, 0os chamados frames de translagdes, os sistemas
de Gabor e os frames de wavelets. Na se¢do IV veremos
entdo como gerar frames a partir de uma fun¢cdo mée que
& exponencial decrescente. Veremos na se¢ao IV.A que é
possivel gerar um sistema de Gabor a partir de uma expo-
nencial, e na se¢dao IV.B que ndo se pode gerar um frame de
wavelets a partir de uma exponencial. Na sec¢do IV.C veremos
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como combinar sistemas de Gabor e dilatacdes de forma a
obter um frame. Finalmente na secdo V apresentamos como
combinar dilatagdes, modulagdes e translacdes para gerar um
frame a partir de qualquer sinal e demonstramos que a escala,
na verdade, nao interferird nas propriedades que permitem a
decomposicdo e reconstrugdo num frame (os frame bounds).
Na secdo VI apresentamos as nossas conclusoes.

Il. DECOMPOSICOES ADAPTATIVAS DE SINAIS

As decomposicdes adaptativas de sinais escolhem dentre os
C elementos do dicionario um nimero K de elementos que
melhor aproximardo o sinal x. Se D & completo [1], [2], pode-
se representar x como uma combinacdo linear dos atomos
Go(n)s X = Son_| Qngo(n)- Ou na forma matricial

Pa = x, 2

onde as colunas de @ sdo os atomos/elementos que compdem
o dicionério e « sd0 0s «,, correspondentes. O problema de
encontrar um decomposicdo para x consiste em encontrar uma
solucdo para a eqg. (2).

Em muitos casos (compressdo, filtragem, etc) ao invés de
obter uma decomposicdo exata € suficiente uma aproximagao

X R~ Z QnGy(n)- 3)

Que é idéntica ao modelo da eq. (1). Chamando M o nimero
de atomos utilizados para representar x, e sendo N 0 compri-
mento do sinal poderemos ter: M < N, M = N ou M > N.
A seguir mencionamos alguns dos métodos capazes de obter
representacBes conforme as equagdes (2) e (3).

A. Métodos

1) Matching Pursuits: Os Matching Pursuits (MP) in-
troduzidos por Mallat e Zhang [1], sd&0 um algoritmo de
decomposicdo voraz e adaptativo [2], [7]-[10], que a cada
passo escolhe o elemento do dicionério que melhor repre-
senta o sinal (aquele que possui maior produto interno, ou
correlacdo, com o sinal). O elemento escolhido, chamado
também de atomo ou estrutura, & entdo escalado e subtraido
do sinal. Este processo € iterado até que um limiar de erro seja
atingido. Desta forma o MP obtém aproximagdes sucessivas
do sinal. Seja um dicionario D = {g4}, v € T, (y &€ um
conjunto de pardmetros que definem g e T o conjunto de
todos os possiveis «), tal que ||g,|| = 1. Para encontrar os
coeficientes a, e os indices y(n), escolhe-se g.(1) tal que
a1 = (X, g,1)) = I?ea?{ |(x,g)|, e divide-se x em duas partes,

definindo o residuo Ry, = x — a1 9,(1). Este passo é aplicado
ao residuo obtido, encontrando a2, v(2) e R2. Repetindo
este procedimento pode-se obter todos os coeficientes «,, €
os correspondentes «y(n), restando o residuo RZ.

2) Método dos Frames: Neste método [5] procura-se a
solucd@o que possua a norma Iy minima. Isto & ming4—x ||a||2-
Esta soluc8@o pode ser encontrada em um tempo O(n log(n)).
Porém a solucao encontrada & uma média de todas as possiveis
solucBes [11], sendo assim a representacdo ndo & esparsa ou
compacta (uma representagdo esparsa ou compacta & aquela

que obtem poucos coeficientes a,, # 0) e possui pouca ca-
pacidade de super-resolucdo (a capacidade de super-resolucdo
implica em analise em diversas escalas e com maior resolucdo
no tempo e na freqiiéncia que as ferramentas tradicionais de
andlise se sinais). Uma variante deste método utilza a pseudo-
inversa de ® para encontrar a solugdo [2].

3) Melhor Base Ortonormal: O Best Ortho Basis [10]
utiliza um dicionario, D, composto por uma vasta cole¢do
de bases ortonormais, B;. Sendo ap, 0 vetor de coefi-
cientes da expansao de x na base B; e definindo uma
entropia e(ap,) escolhe-se a base By que acarreta entropia
minima, ou seja ming,cp e(agp,). Impondo restrices a en-
tropia e, em [10] é apresentado um algoritmo rapido de ordem
O(nlog(n)) [11] para encontrar a solugdo, que normalmente
fornece representacdes compactas. Porém, este método apre-
senta deficiéncias quando o sinal x & composto de sinais nao
ortogonais. Devemos considerar, ainda, o fato de que a escolha
de uma base e ndo de cada funcdo, diminui a adaptabilidade
da representacdo.

4) Basis Pursuit: Em [12] temos 0 método de Basis Pursuit
(BP), baseado em otimizacdo global. O BP assemelha-se ao
método dos frames e busca a solugdo com menor norma ;.
Procura-se entdo uma solugéo ming,—x ||a|lx [11], que sb é
possivel gragas a recentes avangos em programacao linear.

5) Otimizagdo Massiva: Para evitar a limitacdo dos
métodos ja apresentados, poderiamos ao invés de realizar uma
aproximacgdo por passos, realizar realmente uma otimizacdo
global para resolver a eq. (2). Nesta, todos as possiveis
combinagdes lineares com M ou menos elementos de D se-
riam geradas e comparadas ao sinal x. Porém esta abordagem
& impraticavel devido a sua complexidade computacional.

B. Aplicaces

AplicacOes destes métodos na decomposi¢ao, analise, fil-
tragem e reconhecimento de padrBes sdo bastante vastas. Indo
desde aplicagBes em audio para analise e compressdo, pas-
sando pela oscilografia de sistemas elétricos, sinais de sonar,
até a analise de sinais de eletrocardiograma. Nas referéncias
uma vasta gama de aplica¢Bes pode ser encontrada, sugerimos
ver [2].

C. Discussdo

Para que qualquer um dos métodos acima seja capaz de rep-
resentar sinais, D deve ser completo. Como frames sdo com-
pletos, é interessante investigar suas caracteristicas na geracao
de dicionarios para aplicacdes baseadas em decomposicBes
adaptativas de sinais. Esta & uma abordagem bastante comum,
outra abordagem & via treinamento [13], [14]. Acreditamos que
a primeira & a mais apropriada pois garante a possibilidade de
representar qualquer sinal, apesar de poder ndo ser a melhor
para compressao.

I1l. FRAMES

Uma familia contavel de elementos { g }rez num espaco V
& um frame de V se existem constantes A, B > 0 tais que [2],

[51, [6]
AllfFIP <D (g0 < BJIFIP, YfeV. (4

keZ
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A e B sao chamadas de frame bounds, e ndo sdo (nicos.
O frame bound inferior 6timo & o supremum de A, e o frame
bound superior 6timo & infimum de B [6]. Se ||gk|| = 1, Vk €
7 diz-se que o frame est4 normalizado.

Em espacos vetoriais de dimensdo finita N podemos con-
siderar familias finitas {gy }}*,, ao invés de infinitas (k € Z)
como no caso do espaco continuo. Nestes espagos vetoriais
tem-se que a familia de elementos {gx}7-, € um frame do
espago V se e somente se span{gr}j-, =V [6].

Quando A = B o frame € dito apertado (tight) e temos

VfeV.

C 1 C
Z |<fa gk)|2
k=1
®)

=AlfI? e f= 1 (f, 9x) gr
k=1
onde C & o nimero de elementos, cardinalidade, do frame.
A. Unido de Frames

Se duas familias g5 and h; independentemente sdo frames
de um mesmo espaco, entdo a unido delas também serd um
frame desse espaco.

Prova: Das condi¢Bes acima temos

AIAIP <D0 K 90)” < BylIfIP, Vfev,
keI,
AnllFIP < D7 1K ) < Ball £, VfevV.
leT>
Entdo, Vf € V:
(Ag+ AP < D7 KF g+ D [ ) ” < (By+Bu)llFII?
keZq leZy

(6)

Note que se duas familias individualmente geram frames

apertados com frame bounds A, e A entdo a unido das duas

gerara um frame apertado com frame bound A, + A;. O

A seguir apresentamos alguns resultados relaciondos a
construcdo de frame as partir de um sinal arbitrario g(t).

B. Geragdo de Frames

Para que um conjunto de func¢Bes g, k € {0,1,..., K} gere
um espago L2(R), o conjunto devera constituir um frame de
L2(R). Ha diversas formas de construir frames para o espago
L2(R). Geralmente esta construgdo é realizada a partir de
dilatacBes, translagdes e modulacdes de um sinal g(t) [6]:

(Tag)(t) =9(t — a);
(Ebg)(t)=g(t)e*™"";

(ch)(t)=%g (é) :

Frames no espago L?(R) podem ser construidos a partir de:
i — translagbes de um sinal g(t) ( [6] — teorema 7.2.3); ii —
translacBes e modulagdes de g(¢) quando entdo sdo chamados
de frames de Gabor, sistemas de Gabor, ou frames de Fourier
janelados ( [6] — teorema 8.4.4); iii — dilata¢Oes e translacdes
de g(t) ( [6] — teorema 11.2.3) o que gera um frame de
wavelets. Um frame s6 de translagBes ndo permite nem uma
analise harmodnica nem uma analise multi-resolugdo e por isso
ndo os consideramos como uma possibilidade restringindo-nos
neste trabalho & discussdo de frames de Gabor e de Wavelets.

Translagdo de a € R,
Modulagdo por b € R,

Dilatacdo por ¢ € R — {0},

1) Construcé@o de Frames de Gabor: Um frame de Gabor
para L2(R) é obtido a partir de (E,,5T}.9)(t), onde a,b > 0
e g(t) é fixo.

Parafraseando Christensen [6]: quais condi¢Bes deve satis-
fazer g(t) para que a seqiéncia (E3Tneg)(t) (m,n € Z?)
seja um frame? Dados a,b > 0 e g(t) € L*(R), se g(t) é o
conjugado complexo de g(t), entdo se [2], [5], [6]

1 -
B:=— sup Z Zg t —na)g(t —na—k/b)| < oo e
b telo.al hez | mez
()
=5, [Z ot = ne)l =
(8)
Z Zg(t —na)g(t —na—k/b)|| >0,
k#0 [n€Z

{EmpTnag}tmnez € um frame de L?(R) com frame bounds
A e B acima. Sendo esta uma condi¢do suficiente. Outros
resultados provam que para se ter um frame devemos ter ab <
1 [6].

2) Construcdo de Frames de Wavelets: De forma se-
melhante, frames de wavelets sdo construidos a partir de
dilatacBes e translagdes de um sinal g(t). Suponha ¢ > 1,
b>0e g(t) € L*(R) sdo dados. Sendo g(w) a transformada
de Fourier de g(t) (F{g(¢)}), tem-se a seguinte codicdo
necessaria: se [2], [5], [6]

1
B .= —
b

sup |§(07w)§(07w + k/b)| <oo, e (9
|w|€[1,c] F,kEZ
1. o
A:=— inf g(dw)|*—
b |wl€lt,e] ez
(10)
> > a(dw)g(dw + k/b)|| >0
k#0 jEZ

{Tbei Deigljkez € um frame de L*(R) com frame bounds
A, B.

IV. FRAMES DE EXPONENCIAIS DECRESCENTES

Desejamos gerar frames a partir de exponenciais decres-
centes, ou seja, a partir da funcdo

g(t) = e Mu(t), A> 0. (11)

A. Frames de Gabor de Exponenciais Decrescentes

Dado o sinal da eq. (11) quais as condi¢es sobre a e b que
satisfazem as eq. (7) e (8)? Aplicando a fun¢do g(t) definida
na eg. 11 obtem-se (ver Apéndice)

-3\t e

1
B:= > su

€ —A2na _Alabn]/b
P ———— e e < o0 (12)
thOa]l—e_A/bgo ’
1 9e—2At
b tel0.al [1 — e 2Xa
e SN Alabnl/b
—_ na aon
71 —7 Z >0. (13
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Exemplo 1 — Suponha A = 1 (por simplicidade), a = .1 e
b= .1, entdo ab = .01. Para calcular os frame bounds de um
frame (EO 1mTo.1ng)(t) = e (7 0-In)e2ms0-1mt & 56 computar
os valores numéricos das expressdes (12) e (13) Se os valores
de A e B obtidos forem tais que B > A tem-se um frame.
Temos

e ¥ Zoo 0.2n_10[.01
T "0 e e L nJ<OO,

B:=10 sup (14)
te[o,0.] 1 —e™ 10 &=
9 —2t
A:=10 inf |[———
Otef(l)l,o.l] [1 — e 02
e N oo 1010.01n 0 15
S DL >0. (19
=0
Como 300 e 0 2mel0l0-01n] 5 5169 teremos
B ~ 55.172supycpoye > e A ~

10inf;e(o,0.17 [11.0333e 2 — 5.5172¢ %] Note que o
sup em t de B ocorre parat = 0, e 0 inf em ¢ de A, neste
caso, ocorre em t = a, com 0 que teremos os frame bounds
estimados B ~ 55.172 > A ~ 9.461. O

B. Frames de Wavelets de Exponenciais Decrescentes

Vimos como gerar sistemas de Gabor de exponenciais
decrescentes vejamos, agora, a possibilidade de gerar frames
de wavelets de exponenciais decrescentes. Nas equacdes (9)
e (10) foi apresentada a condic@o suficiente, sobre a trans-
formada de Fourier de g(t), para poder construir um frame
de wavelets. Com g(t) = e *u(t) esta condicdo se torna

(‘7: e_Atu(t) = )\—I—ljw)
B'—l sup L L <oo, €
T R g 2 | N @@ A e T R | <
1 1 2
A== i —
b |u|lél[1 c] + A+ y(dw)
>y >0
)\—|—] (dw) )\+_7(ch + k/b)

k#0 jE€Z

Apobs algumas operagdes simples e fazendo w’ = (c/w+k/b)
temos

1 1

B:=— sup < 00, e
b |wlelL,el ];Z \/ A2 + (dFw)?)(A? + w'?)
1 1

A= b |w él[lc 22)\2+(ch)

1
> . >0,
ikez VA2 + (Fw)?) (A2 + w')
Com 0 que vemos que nao se pode construir um frame de
Wavelets de exponenciais decrescentes pois Z

ndo converge ja que lim;_, o W = 5.

1
JEZ NZH(cTw)?

C. Dilatacdo em Sistemas de Gabor de Exponenciais Decres-
centes

Apesar de frames de wavelets de exponenciais decrescentes
ndo poderem ser construidos, ainda assim é possivel combi-
nar dilatacdo, modulacdo e translagdo de uma exponencial

decrescente de forma a gerar um frame. Conforme vimos
concatenacBes de frames geram um frame. Logo, podemos
gerar sequéncias de sistemas de Gabor de exponenciais de-
crescentes dilatadas com constantes de decaimentos sucessivas
Aj = X7, j € Z que chamaremos de Gy, ;.

Se Ao > 1 teremos um sistema de Gabor, com a fungdo g(t)
seqiiencialmente dilatada de A\y. Se Ao < 1 teremos um sis-
tema de Gabor, com a fungdo g(t) sequiencialmente contraida
de A¢. Note que Ao = 1 ndo trard nenhuma propriedade de
dilatacdo ou contracdo, assim sendo utilizaremos A\q # 1. Para
cada familia Gy, ; 0s frame bounds podem ser obtidos de

—3x07 7t

L € —Xo "9 2na A I labn]/b
Bj:=—- sup ——— 0 0 < 00,
7T b et T e J/an;)
—2x0— ¢
Aj = 1 inf 267_.
b teo,a] [1 —e—2r077a

73}\0
§ : —Xo~72na }\0_3 labn]/b >0
T 1—e—Xoi/b

A pratica comum, em analise multi-resolugcdo, & quanto
maior for a escala maior sera o fator de translacdo a e menor
sera o fator de modulagéo b. Podemos entéo, em cada escala
4, considerar a; = aX} e b; = b\;”. Isto gerara familias de
frames tais que

_ —J
B 1 e 3ot
ji=— sup ——————
J —An— .
bj teo,a;) 1 —e A0 /b
o0 . .
E :e—/\o J2naje)\0 Tlajbijn]/b; < 00,
n=0
—oxg—d
A 1. 2R
ji=-— in —_—
bjt [Oa.j] 1 — e %X 7aj

—3X0~ oo

— € T Z —Xo~ JznaJ o7 lajbjn]/b; > 0.

Note que a; e b; serdo os fatores de translagdo e modulagdo
de frames sticessivos e ajb; = ab e teremos

B: = A{) 1 = —2na _|abn]/b
‘]_?1_67—1/526 [ < 00, (16)
n=
__ N 2¢ %
45 = b telf(lfa] [1 g2
e_St - —2na _|abn|/b
n=

Desta forma vemos que os frames gerados por cada familia
possuem 0s mesmos frame bounds que os da familia mae
obtidos com Ao, multiplicados por Xo’. Isto &, se para um
dado conjunto (Ao, a, b) na escala um”(j = 1) podemos obter
um frame de exponenciais decrescentes um frame podera ser
obtido para todo conjunto (Ao 7, aX}, b, 7).

Exemplo 2 — Suponha ab =1 (por simplicidade) e A = 1/2,
neste caso para um frame construido através da abordagem
desta secdo (a partir de dilatacdes, translagdes e modulacdes)
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teremos em cada escala j

1 1
Bi = ppi ey <
1 2¢—2t e3¢
/ b27 tel[r(l),a] [1 —e 2 (1- 6—1/1;)2] >
1 1
5= e <
1 2e—2t e 3t
Aj = oy nf — >0
J b21(1 — e—a) telfé,a] [1 L e 1— e_a:|
O inf de A; ocorrera em t = 0, logo
1 1
B = i = ey < 18)
1—3e @
Aj = o ° >0 (19)

b27(1 —e=22)(1 — e—?)

Repare que sempre obteremos co > B; > A; > 0, 0 que
restringira a obtencéo de um frame sera a condigdo A; > 0.
A unido de um seqiiéncia de frames gerara um frame com A
e B a seguir (usando o resultado da eq. (7))

B>ZB_ ea2221

= 1—3e@ = 1
_.Z 7 b(1—e20)(1 —e9) <2
Jj=0 J
Logo,
= 2a
B>> " B;= A ey’ (20)
Jj=0
> 2a(1 — 3e~9)
< P = .
AL Ao @
Repare que
B = B < 1+e™® (22)

Aj A~ 1-3e9’

teremos assim, a geracdo de um frame para a > 1,1 (aprox-
imadamente) e quanto maior a mais apertado serd o frame,
veja figura 1. O

V. CONSTRUINDO FRAMES DE DILATACOES,
TRANSLACOES E MODULACOES

Motivado pela abordagem acima, vemos que se pode con-
struir um frame a partir de uma sequéncia de operacGes
{Em,,c_ijc,-chg}m,neZ,jezi. A equivaléncia entre um
frame gerado a partir de uma funcdo g(t) e de uma funcédo
dilatada da mesma é apresentada em [6], como D E, 4 Tre =
Epp/cThaeDe, teremos os mesmo frame bounds. Desta forma
em cada escala j (que é sempre positiva e diferente de zero)
teremos os frame bounds B; = B e A; = A, iguais aos
das equagBes (7) e (8). Ou seja, dados a e b que geram um
sistema de Gabor para uma func¢do g(¢) com frame bounds B
e A uma versdo dilatada de g(t) gerard um sistema de Gabor
valido para 0s mesmos a € b com 0s mesmos B e A.

Veja que se j for até o infinito ndo poderemos gerar entdo
um frame a partir da unido dos frames em escalas inferiores.

800
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< 400t
200 L
ok
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5
log, @)
;
35 —
Al i
< 250 g
@
AL i
15F —
0.5 1 15 2 25 3 35 4 45
log, @)
Fig. 1. £ em funcdo de a para o exemplo 2.

Entretanto, se pensamos em um espaco de fungdes limitadas
em banda (no qual os frames foram primeiro propostos por
Duffin e Schaeffer [15]) ndo sdo necessarias escalas infinitas
e teremos 1 < j < J, ou seja, J escalas. Com isto teremos
para os frames gerados a partir da unido destas .J escalas

J
A<D A =TA;

=0

J
B> Bj=JB; e

j=0
Repare que a diferenca desta abordagem genérica em
relagdo a desenvolvida na sec@o IV.C reside em que na desta
secdo todos os elementos gerados por dilatacdes, translacGes
e modulagdes de g(t) terdo a mesma norma por isso o limite
para j. Note que na abordagem da secdo IV.C a convergéncia
de A e B era garantida pela divisdo da norma por \¢ a cada
nova escala. Enquanto a abordagem da secdo IV.C parece
fornecer um resultado melhor, a desta (se¢do V), & a com
maior viabilidade préatica, pois a maioria dos algoritmos de
decomposicao adaptativa trabalham com dicionarios onde as
normas dos elementos sdo constantes e ndo pouco freqilente-

mente normalizadas.

V1. CONCLUSOES E DIREGCOES FUTURAS

Investigamos neste trabalho a geracdo de frames de ex-
ponenciais decrescentes geradas por sistemas de Gabor e
wavelets. Vimos que o primeiro esquema gera frames enquanto
0 segundo é incapaz de fazé-lo.

Entretanto, mostramos que & possivel combinar as duas
abordagens de forma a gerar frames ndo s de exponenciais
decrescentes como para qualquer sinal. Basta para isso usar um
nOmero limitado de escalas que podera ser tdo grande quanto
se queira.

No momento estamos investigando a amostragem dos ele-
mentos dos frames assim constituidos de forma a poder gerar
frames em espacos discretos e aplica-los nos algoritmos de
decomposicao adaptativa de sinais.

APENDICE

Como g(t) = e~ *Mu(t) possui suporte lateral direito, & real
e positiva definida, e ¢t € [0,a] (para o calculo efetivo de
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A e B), considerando ainda que g(t — na) = e~ *t—na) ¢
g(t + na — k/b) = e~ Mt+na=k/b) "¢ ytilizando o fato que

1
—2\na _
Z € "= 1 — e 2Xa
n=0
se, a partir das eq. (7) e (8), a

1
B:== sup e —2At Z Zef)\(Zna k/b)u( ) < 00,
t€[0,q] n=0 keZ

1 26—2)\15
A== inf |—— -
b te [0 a] [1 — e 2Xa

oo
e—ZAt Z Z e—)\(2na—k/b)u(tl) >0,

n=0k€Z

se Ana > 0 (0 que é o caso), chega-

onde t' =t + na— k/b.

Observe que se Y > e A k/Dy(¢) < oo (& limi-

n=0 k€EZ
tado), para A, a e b dados, podemos gerar um frame, bastando

obter B > A. Manipulando o segundo somatorio e realizando
a troca de variaveis apropriada

B::% sup e 2)\tze—)\2na Z AE=0) < o
t€[0,a] n—0 k<abn
1 26—2)\15
T bl [1 —e~a
—mze—mm Z AE/B=0 | S 0
k<abn

Logo, se
o0
Ze—,\ma Z eOAR/b=t) (23)
n=0 k<abn

ha a possibilidade de gerar um frame de senbides amortecidas
para A, a e b dados.

Note que Z Mkf—t) _ g-xe € e teremos
e =e M
| k<abn 1—en/?
1 e AlLabn] /b
B:=- sup ——~ e~ NN ladnl/b o,
b te[opa] 1—e b Z
1 26—2/\t
T b 0,4] [m_
o3 2

7 Z e A2nag Alabn]/b > 0.
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